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Аннотация
Для получения объективных данных по результатам исследования 
за основу взяты не плановые показатели бюджетов всех субъектов 
Российской Федерации на предстоящий финансовый год, а фактиче-
ски полученные параметры по исполнению бюджетов за минувший 
финансовый год. Практика показывает, что ежегодно практически 
во все бюджеты субъектов и консолидированный бюджет государ-
ства поступает значительно больше налоговых средств, чем было 
предусмотрено при принятии бюджетов на предстоящий год. Было 
бы ошибочным считать это превышение фактических налоговых 
поступлений над плановыми результатом более эффективной ра-
боты экономического сектора. Немаловажную роль здесь играет 
субъективный фактор. Налоговые и финансовые органы на местах, 
Федеральная налоговая служба и Министерство финансов РФ, 
отвечающие за разработку проектов бюджетов на предстоящий 
финансовый период и обеспечивающие их исполнение, иногда 
из прагматических соображений занижают реально возможную 
величину налоговых поступлений. Исходя из сказанного выше в 
основу анализа положены статистические данные об исполнении 
бюджетов субъектов Федерации за минувший год. 
Статья посвящена моделированию размеров налоговых посту-
плений в консолидированный бюджет Российской Федерации. В 
работе отчетные данные о размерах налоговых поступлений от 
85 субъектов РФ аппроксимированы следующими вероятност-
ными законами: экспоненциальный закон, закон Парето, закон 
гамма-распределения (распределение Эрланга), логнормальный 
закон. Для каждого класса распределений сформулирована и 
решена задача оценивания неизвестных параметров с помощью 
специальных статистических методов. Качество подгонки постро-
енных моделей с оцененными параметрами протестировано с 
помощью критерия согласия Пирсона. В результате исследования 
установлено, что распределение налоговых поступлений лучше 
всего описывается законом Парето и логнормальной моделью с 
оцененными параметрами.
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Abstract
In order to obtain objective data based on the results of the study, the 
planned indicators of the budgets of all subjects of the Russian Feder-
ation for the upcoming financial year are not taken as a basis, but the 
actual parameters obtained for the execution of budgets for the past 
financial year. Practice shows that every year almost all budgets of 
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Введение
Для эффективного управления социаль-

но-экономическими процессами как внутри 
регионов, так и в целом в стране важно 
иметь обоснованный прогноз поступления 
налоговых средств в консолидированный 
бюджет Российской Федерации не только 
на планируемый бюджетный период, но и на 
среднесрочную перспективу [1; 2].

Значительная часть консолидированного 
бюджета страны формируется за счет на-
логовых поступлений от регионов, которые 
имеют неодинаковый экономический потен-
циал и, соответственно, различную налого-
облагаемую базу [3]. Существующие мето-
дики подготовки исходных данных не всегда 
могут показать объективное состояние 
налогооблагаемого потенциала регионов, 
что в конечном итоге зачастую приводит к 
необоснованно высокой налоговой нагрузке 
на ряд субъектов Российской Федерации. 
Такие просчеты приходится компенсировать 
в течение года из федерального бюджета 
путем оказания финансовой поддержки 
этим регионам. В то же время некоторые 
регионы имеют налоговую нагрузку, не со-
ответствующую их высокому экономическо-
му потенциалу. Вполне очевидно, что есть 
необходимость создания модели, которая 
давала бы объективный прогноз поступления 
налоговых средств из регионов в консолиди-
рованный бюджет Российской Федерации на 
основе реального состояния экономики всех 
областей и краев страны [4].

Для проведения исследования можно 
использовать математические методы, ко-
торые успешно применялись в различных 

сферах для моделирования социально-эко-
номических процессов [5; 6].

При описании любых экономических про-
цессов очень часто используются известные 
законы распределения с целью построения 
теоретико-вероятностных моделей реаль-
ных социально-экономических явлений.

Поскольку поступление налогов в консо-
лидированный бюджет РФ — это реальное 
экономическое явление, аппроксимируем 
реальные экономические данные известны-
ми вероятностными законами, которые чаще 
всего используются для описания подобных 
явлений: экспоненциальный закон X ~ E(λ), 
закон Парето X ~ P(α, λ), гамма-распреде-
ление 

 
X ~ G(k, ϑ), логнормальное распреде-

ление X ~ LN(μ, σ) [7].
В качестве эмпирических данных возь-

мем размеры налоговых поступлений в кон-
солидированный бюджет по субъектам РФ 
за 2021 г.1 

Данные по 85 регионам, упорядоченные 
и частично сглаженные, представлены на 
рис. 1.

Постановка задачи
Для законов, перечисленных выше, с 

помощью методов оценивания найти оценки 
неизвестных параметров, которые наилуч-
шим образом соответствовали бы истинным 
неизвестным значениям. С помощью специ-
альных статистических критериев проверить 
качество построенных моделей, выбрать 
наилучшую из них.

1 Аналитический портал ФНС России. URL: https://
analytic.nalog.gov.ru.

subjects and the consolidated budget of the state receive significantly 
more tax funds than was provided for when adopting budgets for the 
coming year. It would be erroneous to attribute this excess of actual 
tax revenues over planned ones due to the more efficient operation 
of the economic sector. The subjective factor plays an important role 
here. Local tax and financial authorities, the Federal Tax Service and 
the Ministry of Finance of the Russian Federation, which are responsi-
ble for developing draft budgets for the upcoming financial period and 
ensuring their execution, sometimes underestimate the actual possible 
amount of tax revenues for pragmatic reasons. Based on the above, 
the analysis is based on statistical data on the execution of budgets of 
the constituent entities of the federation for the past year.

This research is devoted to modeling the size of tax revenues to the 
consolidated budget of the Russian Federation. In the article, the re-
porting data on the size of tax revenues are approximated by the fol-
lowing probabilistic laws: exponential distribution, Pareto distribution, 
gamma distribution (Erlanger distribution), and lognormal distribution. 
For each class of distributions, the problem of estimating unknown pa-
rameters using maximum likelihood and moments methods is solved. 
As a result of the study, it was found that the distribution of tax rev-
enues is best described by the Pareto law and the log-normal mode.

Available online 
November 8, 2022 
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Аппроксимация данных  
экспоненциальным законом

Экспоненциальный закон (экспоненци-
альное распределение) — распределение 
непрерывной случайной величины, которое 
моделирует время между двумя соседними 
событиями, играет важную роль в теории мас-
сового обслуживания и теории надежности. 
Кривая распределения экспоненциального 
закона очень сильно напоминает статистиче-
скую аппроксимацию теоретической функции 
плотности, представленную на рис. 1. Поэто-
му экспоненциальный закон был выбран в ка-
честве аппроксимирующего распределения.

Допустим, что изучаемая случайная ве-
личина X — размер налоговых поступлений 
в консолидированный бюджет РФ — рас-
пределена по экспоненциальному закону с 
неизвестным параметром λ. Тогда совмест-
ная плотность распределения выборки будет 
иметь вид  

( ; )  ,    0,xp x e xλλ λ −= >  

где x
1
, x

2
, ..., x

n
 — независимые результаты на-

блюдения, т.е. значения случайной величины X.
Для нахождения оценки неизвестного па-

раметра λ используем метод максимального 
правдоподобия [8].

Построим функцию правдоподобия:  

i
i i   

x
x n

i
i   i   

L   p x    e   e

85

1

85 85

1 1

( ) ( ; ) .=

−
−

= =

∑
= = =∏ ∏

λ
λλ λ λ λ  

Для упрощения расчетов составим лога-
рифмическую функцию правдоподобия: 

i
i   

l   L   n   x
85

1

( ) ln ( ) ln .
=

= = − ∑λ λ λ λ  

Далее составляем уравнение правдопо-
добия и решаем его:  

λ λ λ
λ

−

=

=

∂
= − = = = = ⋅
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∂ ∑
∑

λ λ
λ

 

где   267 002x =  267 002x =  — арифметическое сред-
нее, рассчитанное по выборке наблюдений.

Сформулируем гипотезу о том, что 
изучаемая случайная величина X — размер 
налоговых поступлений в консолидированный 
бюджет РФ — распределена по экспоненци-
альному закону с неизвестным параметром 
λ, H

0
  : X ~ E(λ). Поскольку параметр λ неиз-

вестен, заменим его несмещенной оценкой, 
найденной методом максимального правдо-
подобия. После проверки этой гипотезы сде-
лаем вывод о близости подобранного экспо-
ненциального распределения к эмпирическим 
данным. Для тестирования этой гипотезы 
будем использовать критерий согласия χ2.

Суть критерия χ2 заключается в сравнении 
эмпирических и теоретически ожидаемых 
частот.

Сгруппируем 85 наблюдений в 9 интер-
валов, для каждого интервала определим 
эмпирическую частоту, теоретически ожи-
даемые частоты найдем с помощью специ-
альной встроенной функции =ЭКСПРАСП() 
программы Microsoft Excel, результаты рас-
четов сведем в табл. 1.

Найдем наблюдаемое значение крите-

рия хи-квадрат: : i i

i   i

n   np
    

np

29
2
0

1

( )
26,82

=

−
= =∑χ  

0,0006

0,0005

0,0004

0,0003

0,0002

0,0001

0

–4487,5    29881,0    64250,0    98700,0   150000,0  204625,0  284807,0  380053,0 672391,0

ni

h

Размер налоговых поступлений, млн р.

Рис. 1. Гистограмма размеров поступления налогов
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: i i

i   i

n   np
    

np

29
2
0

1

( )
26,82

=

−
= =∑χ   — и сравним его с критическим зна-

чением. Критическая точка определяется как 
квантиль распределения хи-квадрат с вероят-
ностью ошибки первого рода 0,05 и числом 
степеней свободы k – 2 = 7, который можно 
определить с помощью встроенной функ-
ции =ХИ2ОБР(0,05;7) программы Microsoft 
Excel, кр   2 14,07.=χ   

Наблюдаемое значение критерия ока-
залось больше критической точки, поэтому 
гипотеза H

0
  :  X ~ E(λ) отвергается. Это оз-

начает, что исследуемая случайная величина 
X  — размер налоговых поступлений в бюд-
жет — не распределена по экспоненциально-
му закону с параметром ˆˆ   2,6,   427203,2.α λ= =   ≈ 3,75 ∙ 10–6.

По сравниваемым частотам построим 
график подбора экспоненциального распре-
деления к эмпирическим данным (рис. 2).

График подбора наглядно иллюстрирует 
значительное расхождение эмпирических и 
теоретических значений, следовательно, не-
обходимо подобрать другое распределение 
вероятностей.

Аппроксимация данных законом Парето
Закон Парето (распределение Парето) — 

это двухпараметрическое непрерывное 
распределение, которое часто используется 
для описания экономических, социальных и 
физических процессов и явлений.

Предположим, что исследуемая случай-
ная величина X — размер налоговых посту-
плений в бюджет — распределена по закону 
Парето с неизвестными параметрами α и λ. 
Тогда совместная плотность распределения 
выборки будет иметь вид 

α
p x      x  

  x 1
( ; , ) , 0,

( )+
= >

+

ααλα λ
λ

 

где x
1
, x

2
, ..., x

n
 — независимые результаты на-

блюдения, т.е. значения случайной величины X.
Для оценки неизвестных параметров α и 

λ будем использовать метод моментов [9]. С 
этой целью приравняем эмпирические момен-
ты к теоретическим и в результате получим си-
стему из двух уравнений с двумя неизвестными: 

λ
α
αλ

α α

 = −

 = ⋅
 − −

   
  

    
    

2
11

2

267 002,
1

3,1 10 .
( 1) ( 2)

 

Решение этой системы даст оценки неиз-
вестных параметров ˆˆ   2,6,   427203,2.α λ= =  

Таблица 1
Эмпирические и теоретически  

ожидаемые частоты 
для экспоненциального распределения

Интервалы
Эмпирические 

частоты ni

Теоретически  
ожидаемые частоты npi

(–4487,5–
29881)

19 8,983677599

(29881–
64250)

17 9,165234957

(64250–
98700)

10 8,077988142

(98700–
150000)

8 10,25625062

(150000–
204625)

8 8,961209347

(204625–
284807)

7 10,24453277

(284807–
380053)

6 8,780608674

(380053–
672391)

5 13,64736547

(672391–
4162437,3)

5 6,883117569

Итого 85 84,99998515
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Рис. 2. График подбора эмпирических данных экспоненциальным законом

002,
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Сформулируем гипотезу о том, что ис-
следуемая случайная величина X — размер 
налоговых поступлений — распределена по 
закону Парето с неизвестными параметрами 
α и λ, H

0
 : X ~ P(α, λ). Поскольку параметры 

неизвестны, заменим их несмещенными 
оценками, найденными методом моментов. 
После проверки этой гипотезы сделаем вы-
вод о близости подобранного распределения 
Парето к эмпирическим данным. Для тести-
рования этой гипотезы будем использовать 
критерий согласия χ2.

Теоретические частоты найдем как раз-
ность функции распределения на концах 
интервалов по формуле 

  1 0   1  (     / )  ( )  ( ),i i i i inp P x X x H F x F x+ += < < = −  

где 

= − >
+

α

α

λα λ
λ

( ; , )  1  ,   0
(   )

F x x
x

   —

функция распределения Парето. Результаты 
расчетов внесем в табл. 2.

Таблица 2
Эмпирические и теоретически ожидаемые 

частоты для распределения Парето

Интервалы
Эмпирические 

частоты ni

Теоретически  
ожидаемые частоты npi

(–4487,5–
29881)

19 16,08379573

(29881–
64250)

17 12,2560798

(64250–
98700)

10 9,539540135

(98700–
150000)

8 10,64196319

(150000–
204625)

8 8,140853606

(204625–
284807)

7 8,199680942

Интервалы
Эмпирические 

частоты ni

Теоретически  
ожидаемые частоты npi

(284807–
380053)

6 6,26743911

(380053–
672391)

5 8,965658903

(672391–
4162437,3)

5 7,095898795

Итого 85 87,1909102

Найдем наблюдаемое значение критерия 

хи-квадрат: 
=

−
= =∑χ

29
2
0

  1

(   )
    5,6i i

i i

n np

np
   — и 

сравним его с критической точкой. Крити-
ческая точка — это квантиль распределения 
хи-квадрат с вероятностью ошибки перво-
го рода 0,05 и числом степеней свободы 
k – 3 = 6, который можно определить с помо-
щью встроенной функции =ХИ2ОБР(0,05;6) 
программы Microsoft Excel, 2   12,59.крχ =   

Наблюдаемое значение оказалось мень-
ше критической точки, значит, гипотеза 
H

0
  : X ~ P(α, λ) принимается и исследуемая 

величина X — размер налоговых поступле-
ний  — распределена по закону Парето с 
параметрами ˆˆ   2,6,   427203,2.α λ= =  

По данным табл. 2 построим график под-
бора эмпирического распределения к закону 
Парето (рис. 3).

График подбора наглядно иллюстрирует 
хорошую подгонку эмпирическим данным, 
поэтому распределение Парето можно вы-
брать в качестве аппроксимирующего.

Аппроксимация данных  
гамма-распределением

Гамма-распределение — это двухпара-
метрическое непрерывное распределение, 
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Рис. 3. График подбора эмпирических данных законом Парето

Окончание табл. 2
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которое является обобщающим для многих 
других распределений и часто используется 
в эконометрике для моделирования времени 
ожидания.

Предположим, что исследуемая слу-
чайная величина X — размер налоговых 
поступлений — распределена по закону 
гамма-распределения с неизвестными пара-
метрами k и ϑ. Тогда совместная плотность 
распределения выборки будет иметь вид [10] 

  1

( ; , )  ,    0,
( )

x
k

k

x e
p x k x

k

θ
−−

= ≥
Γ

θ
θ

 

где x
1
, x

2
, ..., x

n
 — независимые результаты 

наблюдения, т.е. значения случайной вели-
чины X.

Для нахождения оценок неизвестных пара-
метров используем метод моментов. С этой 
целью приравняем теоретические и эмпириче-
ские моменты и получим систему уравнений: 

2 11

  267 002,

  3,1  10 .

k

k

=
 = ⋅

θ
θ

 

Решение этой системы даст оценки 
неизвестных параметров ˆ 0,229 361,k =  ˆ 0,229 361,k =   

 
ˆ 1 164 113.=θ  1164113.

Сформулируем гипотезу о том, что ис-
следуемая случайная величина X — размер 
налоговых поступлений — распределена по 
гамма-закону с неизвестными параметрами 
k и ϑ, H

0
 : X ~ G(k, ϑ). Поскольку параметры 

неизвестны, заменим их несмещенными 
оценками, найденными методом моментов. 
После проверки этой гипотезы сделаем вывод 
о близости подобранного гамма-распреде-
ления к эмпирическим данным. Для тестиро-
вания гипотезы будем использовать критерий 
согласия χ2. Теоретически ожидаемые часто-
ты найдем с помощью встроенной функции 
=ГАММАРАСП() программы Microsoft Excel, 
результаты расчетов сведем в табл. 3.

Найдем наблюдаемое значение критерия 

хи-квадрат: 
29

2
0

  1

(   )
    43,75i i

i i

n np

np
χ

=

−
= =∑    — 

и сравним его с критической точкой. Крити-
ческую точку можно определить с помощью 
встроенной функции =ХИ2ОБР(0,05;6) про-
граммы Microsoft Excel, 2   12,59.крχ =   

Наблюдаемое значение критерия ока-
залось больше критической точки, поэтому 
гипотеза H

0
  : X ~ G(k, ϑ) отвергается. Это 

означает, что исследуемая случайная величи-
на X — размер налоговых поступлений — не 
распределена по гамма-закону с параметра-
ми ˆ 0,229 361,k =   0,229361, 

 
ˆ 1 164 113.=θ   1164113.

По сравниваемым частотам построим 
график подбора гамма-распределения к эм-
пирическим данным (рис. 4).

Таблица 3
Эмпирические и теоретически ожидаемые 

частоты для гамма-распределения 

Интервалы
Эмпирические 

частоты ni

Теоретически  
ожидаемые частоты npi

(–4487,5–
29881)

19 40,09182893

(29881–
64250)

17 7,436893312

(64250–
98700)

10 4,636573751

(98700–
150000)

8 4,803779322

(150000–
204625)

8 3,701133324

(204625–
284807)

7 4,005232017

(284807–
380053)

6 3,47999217

(380053–
672391)

5 6,497678039

(672391–
4162437,3)

5 10,15646769

Итого 85 84,80957856
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Рис. 4. График подбора эмпирических данных гамма-законом 
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График подбора наглядно иллюстрирует 
значительное расхождение эмпирических и 
теоретических значений, следовательно, не-
обходимо подобрать другое распределение 
вероятностей.

Аппроксимация данных  
логнормальным законом

Логнормальный закон (логарифмически 
нормальное распределение) — это распре-
деление непрерывной случайной величины, 
логарифм которой распределен по нормаль-
ному закону. Часто используется при моде-
лировании случайных процессов в медицине 
и экономике.

Предположим, что исследуемая случай-
ная величина X — размер налоговых посту-
плений — распределена по логнормальному 
закону с неизвестными параметрами μ и σ. 
Тогда совместная плотность распределения 
выборки будет иметь вид [11] 

2

2

(ln   )

2
1

( ; , )  , ,   0,
2

x

p x e x
x

μ
σμ σ σ

σ π

−
−

= >  

где x
1
, x

2
, ..., x

n
 — независимые результаты на-

блюдения, т.е. значения случайной величины X.
Оценки параметров μ и σ логнормального 

распределения с использованием метода мо-
ментов будем находить из системы уравнений: 

( )

2

2 2

  
2

2   11

  267 002,
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e

e e
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σ μ σ
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+


=


 − = ⋅

 

Решение этой системы дает оценки 
неизвестных параметров  ˆ   11,65 554,μ =   ˆ   11,65 554,μ =  
ˆ   1,295 744.σ =  ˆ   1,295 744.σ =  

Сформулируем гипотезу о том, что ис-
следуемая случайная величина X — размер 
налоговых поступлений — распределена по 
логнормальному закону с неизвестными 
параметрами μ и σ, H

0
  : X  ~ LN(μ, σ). По-

скольку параметры неизвестны, заменим 
их несмещенными оценками, найденными 
методом моментов. После проверки этой 
гипотезы ответим на вопрос о близости по-
добранного логнормального распределения 
к эмпирическим данным. Для тестирования 
гипотезы будем использовать критерий со-
гласия χ2. Теоретически ожидаемые частоты 
найдем с помощью встроенной функции 
=ЛОГНОРМРАСП() программы Microsoft 
Excel, результаты расчетов сведем в табл. 4.

Найдем наблюдаемое значение критерия 

хи-квадрат: 
29

2
0

  1

(   )
    6,02i i

i i

n np

np
χ

=

−
= =∑    — и 

сравним его с критической точкой. Критиче-
скую точку определим с помощью встроен-
ной функции =ХИ2ОБР(0,05;6) программы 
Microsoft Excel,, 2   12,59.крχ =   

Наблюдаемое значение критерия ока-
залось меньше критической точки, поэтому 
гипотеза H

0
 : X ~ LN(μ, σ) принимается. Это 

означает, что исследуемая случайная вели-
чина X — размер налоговых поступлений — 
распределена по логнормальному закону с 
параметрами  ˆ   11,65 554,μ =   11,65554, ˆ   1,295 744.σ =  1,295744.

По сравниваемым частотам построим 
график подбора гамма-распределения к эм-
пирическим данным (рис. 5).

График подбора наглядно иллюстрирует 
хорошую подгонку эмпирическим данным. 
Поэтому логнормальное распределение мож-
но выбрать в качестве аппроксимирующего.

Заключение
Таким образом, результаты расчетов 

показали, что из четырех рассмотренных 
моделей только две можно применять для 
аппроксимации размеров налоговых посту-
плений — закон Парето и логнормальный 
закон, причем с позиции критерия хи-квадрат 
распределение Парето оказалось чуть луч-
ше, чем логнормальное. То есть при моде-
лировании размера налоговых поступлений 
в консолидированный бюджет РФ можно 
использовать эти вероятностные распреде-
ления с оцененными параметрами.

Таблица 4
Эмпирические и теоретически  

ожидаемые частоты 
для логнормального распределения 

Интервалы
Эмпирические 

частоты ni

Теоретически  
ожидаемые частоты npi

(–4487,5–
29881)

19 12,63404108

(29881–
64250)

17 15,06091712

(64250–
98700)

10 10,74023204

(98700–
150000)

8 10,89693902

(150000–
204625)

8 7,698222554

(204625–
284807)

7 7,34146172

(284807–
380053)

6 5,438990961

(380053–
672391)

5 7,810222397

(672391–
4162437,3)

5 7,138958172

Итого 85 84,75998506

267002,
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Наличие закона распределения для любо-
го процесса очень полезно, поскольку появ-
ляется возможность оценить дальнейшее те-
чение этого процесса и узнать его различные 
характеристики.

Например, если использовать за-
кон Парето с оцененными параметрами

ˆˆ   2,6,   427203,2.α λ= =  , то можно опре-
делить основные числовые характеристики 
процесса поступления налогов в консолиди-
рованный бюджет РФ.

Пусть величина X — размер налоговых 
поступлений — распределена по зако-
ну Парето с неизвестными параметрами 

ˆˆ   2,6,   427203,2.α λ= =   Тогда математиче-
ское ожидание MX = 267001,9971  млн  р. 
покажет средний размер налоговых посту-
плений; среднее квадратическое отклонение 
σX  = 555808,9791млн  р. покажет среднее 
отклонение размера налоговых посту-
плений от среднего значения; мода x

mod
 = 

=  427203,2  млн  р. покажет размер налого-
вых поступлений для большинства субъектов 

РФ; медиана x
mod

 =  557718,7688 млн р. по-
кажет, что у половины субъектов РФ размер 
налоговых поступлений меньше этого значе-
ния, у половины — больше; квантиль уровня 
0,7 x

0,7
 =  251596,5991 млн р. покажет, что у 

70 % субъектов РФ размер налоговых посту-
плений меньше этого значения.

Эффективность экономического развития 
во многом зависит от того, насколько хорошо 
пополняется консолидированный бюджет РФ. 
Полученные в работе результаты исследова-
ния могут в дальнейшем быть использованы 
для анализа и прогноза налоговых поступлений, 
поскольку описание размеров поступлений с 
помощью логнормальной и модели Парето 
может существенно упростить и улучшить под-
готовку исходных материалов для получения 
объективных прогнозных данных о поступле-
нии налоговых средств от регионов в консоли-
дированный бюджет Российской Федерации и 
дает возможность более качественно готовить 
проекты бюджета страны на предстоящий пе-
риод и среднесрочную перспективу.

Рис. 5. График подбора эмпирических данных логнормальным законом 
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